lll. Vektorok

Vektorok 0sszege, kiuldnbsége és vektor szorzasa Il

szammal

2282. a) egyenld vektorok: f=¢; b) ellentett vektorok:
a+d=0,b+e=0,g+h=0.

2283. LegyenZEza; E&zb; C—'13=c; E/)l:d; A—C)‘ze;
?sz.a+c=0,b+d=0,
a+b+c+d=0,a+f+d=0,c+d+e=0.

2284. q)g=f+a;, b)h=—-f—a; ¢)k=-2g+i.

2285. a) AC=AB+BC; b) AB+ CB=AB+ DA =DB;
¢) AC +BD=AB+ BC+ BC+ CD = AB+ BC+ BC - AB=
=2BC; d) CB+DC+AC=AC+ CB+DC=AB+DC =
ZZ?IE; e) ZG—FDZZZE.

2286. a)c—a=Z5=d; b)a+b—c=C77=E4=a—e;
c)a-l—d—c—b:c—c—b:—bzﬁ;;
djat+b—d—e=a—-d+b—-e=—2e+b—e=—-2e+2a=
— KH.

2287.1cgyen az AB szakasz felezGpontja H, az S stlypont H
pontra vonatkozo6 tiikorképe S’ pont. Felhasznaljuk, hogy S har-
madolja HC-t = FSZ %ﬁ és ﬁ = ?C

a) SA+SB+SC=55+SC=0; b) SA—SB=BA;

¢) SB—SC=CB;d) SA+ SB— SC =SS~ SC = 25C.

2288. q) OA + OB = 07', ahol O’ pont az O pont AB egye-
nesre vonatkozo tiikkorképe. b) 04— 0C = CA.

2289. Az ibran vazolt a és b egy lehetséges megoldés, mert |a |
2290. Az ibran vazolt a és b egy lehetséges megoldés, mert |a |
2291. g)a+b+c=v;b)a+b+c=—v.

b b
b ayv c v a
v v sz—r: E == ——
o = v ¢ v b
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2292, 1.eset: |a| =|b|, a és b vektor nem parhuzamos. A

aralelogrammamaodszer szerint a +b és a — b vektor egy
F Foldalu rombusz atléi. = a+b L a—b.
2. eset a —|b|esa||b:>a—bvagya——b Ha a=h,
b <2 akkora+b=2aésa—-b=0=a+bla-b=0.Haa=
s_rl= ath o —_p,akkora+h=0ésa—b=-2b=a+b=0L1a—bh.
2293. 1. eset: a+b#0,a—b#0ésa+bla—-b=>A
Faralelogrammamédszer szerint a +b és a — b vektor egy

oldala rombusz 4tléi.
fa 2.esetta+b=0=>a=—b=|al=|b|.
3.eset:ta—b=0=a=b=|a| =|b]|.

2294. 1.eset: a #0,b # 0 és a L b. A paralelogrammamodszer szerint a +b és a — b egy
téglalap atléi. = |a + b| =|a —b]|.
2.esetta=0=a+b=bésa—-b=—b=|a+b|=|a-b|
3. eset: b= 0=>a+b—aesa—b—a=>|a+b| la—b]|.
22095, 1. eset: a + b és a — b vektorok nem parhuzamosak és |a + b| =|a — b|. Ekkor a para-
lelogrammamaodszer szerint a + b és a — b egy téglalap atléi. = a L b.
2.eset: (a+b)|(a—b)és|a+tb|=|a—b] =>vagya+tb=a —b=b=0= a L b vagy
atb=—(a—-b)=a=0=>alb.

ﬁ |br a és b nem parhuzamosak = a + b és a — b vektorok az a és b altal kifeszitett
rombusz atlovektorai, amelyek felezik a rombusz szogeit = (a +b) | £, illetve (a — b) | f,.
A megoldas k - (a + b) vektor, ahol k nullatdl kiilonboz6 valds szam. Végtelen sok megoldas
van.

2297. Ezﬁé,azaz 079_0?4:0*5_0*520734_0*5:0?44.0*5
2298. a=—a = a+a=0= a=0. Anullvektor egyenl§ az ellentettjével.

2299 a) Barmely negy pontra AB+BC+CD=AC+ CD = E

b) AC+BD=AB+BC+BA+AD = AB+ BA+BC+ AD = 24D = AC + BD = AD + AD;
¢) AD+AC = BC+AC=BC+ AB+ BC=AB+ BC+ BC.

2300. d=0D=0A+AD=0A+BC=a+c—b

2301. a) OC= OB+ BC=0B+ 2BP= 0B+ 2(0P- OB) = OC =b +2(p —b) =2p — .

b) AC=A0+0OC=—a+2p—b.

1 — — — 1
2302.a+b+c=E<BC+CA+AB)=?-0=0és
R x=c+2a+b=(c+a+b)+a=0+a=a. Geometriai

jelentése: a haromszog koézépvonala parhuzamos a nem fe-
lezett oldallal, és fele olyan hosszu.
2303. Az abra ]elolesel szerlnt U es P, Q és R, S es T

»szomszédos csicsok”. BP CQ CR AS BU AT

o egyenlosegeket felhaszndlva: UP BP— BU CQ AT és

‘ QR CR—CQ=AS—CQ és ST=AT - AS = UP+ OR +
+ST=0 = A OR, ST, UP szakaszokkal parhuzamosan

szerkeszthetd OR, ST, UP oldalt haromszog.
2304. A vektorosszeadds kommutativ. = A négy vektor
T Osszege minden esetben nullvektor. = A négy vektor
U négyszoget alkot.
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S Il
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/ \

T \ A / /0
SR
1. eset: AD + DC + CB+ BA=0. (L) 4. eset: A_5+E’4+EE+DC 0. (IV.)
2. eset: AD + DC + BA+ CB= 0. (IL) 5. eset: AD + CB+ BA+ DC = 0. (V)
3.eset: AD + BA+ DC + CB= 0. (IIL) 6. eset: AD + CB+ DC + BA= 0. (VL)

2305. a — b L b.bésa— b egy derékszogli haromszog befogdi; a az atfogd, és |a|=2-|b|,
ezért < (a; b) = 60°.

2306. A feltételnek eleget tevS vektorok egy szabdlyos haromszog oldalvektorai, ezért a
szomszédosak egyméssal 120°-ot zarnak be.

2307. és O az O pont AB egyenesre vonatkozé tﬁkérképe

—_— > —> > —>  —>  —>  —>

04+ 0B+ OC =00+ 0C = OC + CP = OP. Mivel 00’ 1 AB, ezért CP 1 AB = P pont rajta
van az ABC haromszdg m,_ magassagvonalan. Hasonl6an belathato, hogy P az m, és az m, ma-

—_—  —> —>  ——>

gassagvonalnak is pontja = OA + OB+ OC = OM, ahol M a haromszog magassagpontja.
2308 Legyen AB—a AD = b és AE =c. a)ﬁ-a%—c-&? TC=a+b=E(;),
AH b+c—BG BE—c—a—CH BD = b—a—FH DE=c—b= CF
b)AG—a+b+c EC—a+b—c DF—a—b+c BH-—a—l—b—l—c

2309. AH=22’ AC = 2y; AF=2X' FH=2z—2X' CH=2z—2y, FCZZy—Zx.

1 — 1 —

a)AB AC+CB y+5HF y—z+X, AD AC+CD y+5FH y+z-—x,

— —_—— —— 1 —
AE=AH'+H'E=z+5 CF=z—-y+x;

G F
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b)AG AC—I—CG 2y+z—y+x X+y+z, CE CA+AE——2y+z—y+x—

=x—3y+z DF DH+HF—z—y+x+2x—ZZ—3x— -1z, BH BF+FH—
=z—-y+x+2z—-2x=—-—x—-y+ 3z
2310. A 2309. abra jeloléseit hasznaljuk. Az x, y, z vektorok altal kifeszitett tetraéder a koc-

kéba irt AFHC szabélyos tetraédernek az A kozépponta A = % aranyd hasonlésaggal kapott
képe. = élei 60°-0s szoget zarnak be = X (x;y) = < (y; z) = X (x; z) = 60°.

2311. Legyen TBza; TCzbésTch. ﬁ,’:b—a; BT)zc—a; C7)=c—b.
2312. CT)za; ﬁzb; Fch; ﬁzc—az I?C; C?Ezc—bza;

HE =—a—-b+c= ﬁi

2313. Legyen TB =a; E =b és ZE =c. a)at+b+c= Zé, kockacsticsba mutat.
b)a+b—-c= ﬁ', nem mutat kockacsicsba. c¢)a+c= TF, kockacsucsba mutat.
d)b—-—b=0= TA, kockacsucsba mutat. e) a — b= E?, nem mutat kockacsucsba.

flatb+c—a=b+c= EI), kockacsucsba mutat.
2314. Példaul egy kocka egy csticsbol induld harom élvektora esetén két élvektor Osszege egy
lapatlé Vektor amely meroleges avele kozos csticsbol mdulo harmadlk elvektorra

2315. OA—a OG——a OB=b = OH——b OC—c OE——c OD=0C+CD =
= OC+BA=c+a—b; OF=b—a—c.

2316. AB = BC, OB oldal kozos és AOB < =COB ¥ =90° = AOBA = BOCA = OA =
= O0C = AOCA egyenld szart derékszogii haromszog. Hasonldan igazolhatd, hogy AOBA és
BOCA is egyenld szart derékszogli haromszog. Az 5;1 5& 0—5 egyenlé hosszasagu, pa-
ronként mer6leges vektorok olyan kockat hataroznak meg, amelynek az adott tetraeder élei a
lapatléi, az O ponttal atellenes csucsa pedig D = OA+ OB+ OC = OQ +0C=0D.

a
2317. 2a; 1,5a; 3a; > egyiranyu az a vektorral. (—2a); (—2,5a) ellentétes irdnyu az a vektor-

ral. A szerkesztend$ vektorok hossza 2-szerese, 1,5-szerese, 3-szorosa, 2,5-szerese, illetve fele
az a vektor hosszanak.

b 4 b 4
2318. 2b; 0,5b; E; 3 b; 7 egyiranyu a b vektorral. [—3 b]; (—b) ellentétes iranyd a
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4
b vektorral. A szerkesztend$ vektorok hossza — -szoro- lafb
3 b
[bla+|alb Jo
sa, 2-szerese, fele, harmada, g-e, 1-szerese, illetve 3
negyede a b vektor hosszanak. [bla
2319. 2320. A feladatok megoldasat az olvaséra
bizzuk.

2321. AB+BC+ CD=AC + CD = ADesl(DE+EA) A-DA=AD =A-DA=A=—-1
2322. Lecgyen az a vektor hossza a és a b vektor hossza b. A |b| - a vektor hossza b - a, iranya
egyemk a vektor iranyaval. Az |a| - b vektor hossza a - b, irdnya egyezik b vektor 1ranyaval Aza
és a b vektor nem parhuzamosak. = |b| - a vektor sem parhuzamos |a| - b vektorral. A két nem
parhuzamos, egyenl6 hossziisagu vektor 0sszegét egy a - b oldali rombusz 4tl6ja hatarozza meg.
Ez az atlé parhuzamos az a €s b vektorok szogének szogfelezgjével.

Vektormiiveletek alkalmazasaval bizonyithaté allitasok
1 > — 1 —> 1 1 —
2323. OF = OA + AF = 04+ 5 AB=0A+ (0B-04) =~ S 04+ OB, azaz
a b a+b

= —+ =
f=5"2""

—_— s —> — - — 1 /— — Za)4+0_l)? 2a+b
2324. OH=0A+AH=OA+§AB=0A+€<OB—0A)=f,azazh= 3 ;

2 2 >\ OA+20B a+2b
0G =04+ AG = 0A+§AB 0A+—(OB—0) g = ——
2325. AP :PB=A:u; OP=0A+AP=0A4+ -AB=0A + ~<OB—0A)=
A+ u A+ u

_/l-OA+/1-OB _;z-a+/1-b
= A+ ,azaz p = FIEE

—> —> —> 1 —> —> a—b
2326. OP=3a—2bésOQ=—2a+béSOF=5(OP+OQ)=>f=T.
2327. t a+b ¢ b+c ¢ a+tec CTF)—f _a+b—2c A—F)—f B

- - 2 >ta T 2 > b 2 . =I—c= 2 > T as=
b+c—2a — atc—-2b — — —
f ; BF,=f,— f;CFC+AFa+BFb=0.

Tehat a CF,, az AF, és a BF, sdlyvonalakbdl a kivant médon
haromszog szerkeszthetd.
2328. OA=a; OB=b; OC =c; AB felezbpontja F= OF =

a+b . Py b+c
:f:T; BC felez6pontja G = OG =g = 5

ct+a

CA felezGpontja H= OH =h= ; f+g+h=a+b+ec.
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> — a.+a;
2329. Legyen OA,=a; és a felezéspont F, amelyre OF,=f, (1<i<n). f;= — 2'“
1<i< 1) és f a,+a f4f 4+ +f a,+a, az+a3+ a, ta,
Si1=sn— = = = T
( l n ) €s n 2 1 2 n 2 2 2
a,+a,
=a +a,+. +a,.
2
e . . . 2a;+a;
2330. Legyen OA;= a; és a harmadolépont H,, amelyre OH, = h, (1<i<n). h,= B —
) 2a,+ a, 2a,+a, 2a,+a, 2a,_,+a,
(1<i<n—1) és hy=—"—=h,+h,+..+h = + S+ 1
3 3 3 3
2a,+a,
—— =a ta,+..+a,
3 —
2331. Felhasznaljuk: a sdlypont a stlyvonal cstcstol tavolabbi harmadolépontja. OF = f=
atb
a+b 0% A+c 2 TC at+b+ec
Ty SWEsETTE 3 -3
2332. Legyen O a helyvektorok kozos kezdGpontja. SA+SB+SC=0A4—0S+O0B-0S+
S atb+c
+0C—OS=a—s+b—s+c—s=a+b+c—3s=a+b+c—3-f=0.

2333. Legyen O a helyvektorok kozos kezd6pontja.ﬂ+ BY+CZ=0X—-0A+0Y— OB+
+07-0C=0X+0YV+0Z—(04+0B+0C)=3-00-3-05=350.
2334. lLegyen HEAB és HA:HB=1:2; GEBC és BG:GC=1:2; FECA és CF:FA =

2a+b
=1:2. Legyenek az A4, B, C, F, G, H pontokba mutaté helyvektorok a, b, ¢, f, g, h. h = 3 ;
2b+c¢ 2c+a )
g= 3 ; £= 3 Legyen az ABCA S sulypontjaba mutaté vektor s, az FGHA T suly-
y i h+g+f 2a+b+2b+c+2c+a a+b+ec
pontjaba mutaté vektor t. t = 3 = 9 = 3 =s.

2335. Legyenek a hatszog cstcsai a felezGpontokkal azonos koriiljarasi iranyban X; Y; Z; P;
O; R és legyen XY felez6pontja A. OA = ) (0X+ OY); ocC= ) (OZ + OP);

— 1 /— — —> 1 — — —> 1 /— — — 1 /— —
OF =~ (00 + OR); 0OB= > (ov+02); ob = (0P + 00): OF = (OR + 0X).
Legyen az ACEA stlypontjaS, a BDFA sulypontja T. OT = % (ﬁB +0D + E’) =

=%(5§+5§+&3+0—é+&3+&))=
l(0?1+0HC+OHE)=a‘>’=>TES-

2336 Legyen O a helyvektorok kozos kezdopont]a OA =a;

OB b; OC c. A2307. feladatban lattuk, hogy OM =a+b+ec

-—> a+b+ec 11—
A 2331. feladatban lattuk, hogy OS = —3 T3 oM =
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= Es* és OW egyallasa vektorok = §; M és O egy egyenesen

—> 1 —
vannak OS = gOM =>MS:50=2:1.
2337. Legyen a koriilirt kor kozéppontja a helyvektorok kozos

kezd6pontja. OA =a; OB=b; OC =c. A 2307. feladatban

> —> a+b+c
lattuk, hogy OM=a+b+c=>0F=f. la| =[b]

miatt (74 + 5& =2 CTA)’ , ahol az X az AB szakasz felezGpontja.

—> a+b —> —> — at+b+c a+b ¢
OoX = = XF=0F-0X=———-— =—. Ha-
2 b 2 2
—> a —>
sonléan belathatd, hogy YF = > és ZF = DR A koriilirt kor

kozéppontja O, ezért |a| = |[b| =|c| =>|ﬁ7| =|ﬁ| =|Z’| = 4

R
=5 ahol R a koriilirt kor sugara. Megjegyzés: Ez a kor az ABCA Feuerbach kore.

2338. Legyen a kortilirt kor kdzéppontja a helyvektorok kozos kezdGpontja. 5;1 = a; 5I§ =b;

— — a+b — —> at+b+tec
OC=c; OX=T.A23O7. feladatban lattuk, hogy OM =a+b+c= 0F=f
— — — atb+c a+b

Legyen X’ az X pont F-re vonatkozo tiikorképe. OX'=2-OF - 0OX =2 > -5 =
OM+0C a+b+c+e

b —

=7 + > + c¢. Legyen X" az MC szakasz felezGpontja. OX"'= 3 = >
a b —

=7 + > +¢=0X"= X'=X" = Az X pont F-re vonatkoz¢ tikkorképe az MC szakasz felez6-

pontja.

2339. Legyen a kortlirt kor kdzéppontja a helyvektorok kozos kezdGpontja. OA = a; OB = b;

a+h —> —> >

OC=c: 07(=T; MC=0C—-0OM=c—(a+b+c)=

—_— — 1
=—(a+b)=MC=-20X =M-et A= ry aranyt, OM-

nek az O-hoz kozelebbi harmadol6épontjara vonatkozd kdzép-
pontos hasonlosdg viszi at az X oldalfelezd pontba.

2340. Legyen O a koriilirt kor kozéppontja, M a magassag-
pont és F az OM szakasz felezéspontja. A 2337. feladatban l4t-
tuk, hogy FX = FY = FZ = R :2. A 2338. feladatban lattuk,
hogy X, Y és Z pontok F-re vonatkozé tiikdrképe felezi az MC,
az MA és az MB szakaszokat. A fentiekbsl kovetkezik, hogy az
X, Y, Z oldalfelezéspontok és az X', Y, Z' szakaszfelezéspontok
rajta vannak az F kozéppontt, FX = R : 2 sugart koron. XX’
atmérdje ennek a kdrnek. A magassagok talppontjai vagy egy-
beesnek az oldalfelez6 pontokkal, vagy X' 7X< = 90° miatt a
Thalész-tételt alkalmazva a magassagtalppontok is a fenti kor
pontjai.
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2341. Legyen O a helyvektorok kozos kezdGpontja. (74)1= a;; O—B)lz b,; O—C)lz ¢ a)zz a,;

— — — a;+b+c¢, — a,tb,+c — ata, — b+b
OBzzbz;oczzcz;oslz%;oszz%ésOng 12 2, OF,= 12 2.
a+a, b+b, c¢+ec,

— c¢tec, — ) + ) + ) 1 (a,+b+c¢, a,+b,+c,
OF,=————.08= =—- + =

¢ 2 3 2 3 3

1 —> —
=7 (0S8, + 0S,) = Sfelezi az S, S, szakaszt

—> a+b+c+d —> a+b+c+d —» — — — a+b+c+d

2342. 0S = — 1 és O'S'= — 0S'=00+0S8=00+————

OO0+ a) + (00+b)+ 00+ )+ (00+d) a+b+c+d —
= 4 = 1 =0S=>8=8.
2343. Legyen O a helyvektorok kozos kezdSpontja. AB felezGpontja E; BC-¢ F; CD-€ G;

— —> — — — a+b — b+c — c+d
DA-é H OA=a; OB=b; OC=c; OD=d. OE:T; OF = 2 ; OG= ;

b 2 b
at+tb c+d
— d+a ) , — > T, atb+c+d —
OH:T' EG felezéspontja M,, OM, = 5 = 1 = 0S. HF fele-
d+a b+c
, . — 2 + 2 a+b+c+d — —> —> —> .
zéspontja M,, OM,= 2 = 1 =0S. OM,=OM,=0OS = EG és HF

felezéspontja azonos a négyszog sulypontjaval.
2344. 1cgyenck a négyszog cstcsaiba mutatd helyvektorok rendre a, b, ¢ és d. Legyen az AC
— a+c¢c — b+d
atlo felezéspontja F, a BD atl6é F,. OF, = — OF,= — FF, szakasz felezéspontja F.
., ., atc b+d
— OF+OF, ~—5 *t75— a+b+c+d —
© 2 2 =Ty T

=F=S.
2345. Legyenck az A4, B, C és D pontokba mutat6 helyvek-
torok rendre a, b, ¢ és d, az M-be mutaté helyvektor m. A

2342. feladatban lattuk, hogy az ABCD négyszog stlypont-

. —> a+b+c+d
jaba mutat6 vektor: OS = — A 2343. feladat-




Vektorm(iveletek alkalmazasaval bizonyithato allitasok 347

ban lattuk hogy a kozepvonalak metszéspontja a sulypont XAMD paralelogramma, ezért
MX MD +MA és OX m=d-m+ta-m= OX =a+d—m; YBMC paralelogramma,

ezertMY=MC+MBes0Y—m=c—m+b m=>OY—c+b—m. Az XY szakasz K fele-
— > OX+OY at+b+c+d

zéspontja a paralelogramma koézéppontja: OK = 5 > —m . Az MK sza-
at+tb+c+d
—.  OM+OK S mAb M a4 ptetd

kasz felezéspontja F: OF = 3 = > = 1 =0S.
2346. Lecgyenck a A4, B, F, A, B', F’ pontokba mutaté
helyvektorok rendre a, b, f, a’, b’, f". B
or_ AT o= _btb s OF+OF 4

- 2 ’ - 2 s - 2 - A Y Z

a+b a+b I & A'

> T 5 a+a+b+b 0X+0Z »

= > = 1 = > = Y pont B

az XZ szakasz felezGpontja. = X, Y és Z egy egyenesen vannak.

—> a+b
2347. Legyen az AC atlo felezSpontja F,, a BD atl6 felezGpontja F,. AFlzT és

— b+¢ — — — b+c¢c a+b a+tec
AF2=a+T=>F1F2=AF2—AFl=a+ T3 = 5

’

+
2348. C felezi a PP’ szakaszt: ¢ = % =p=2c—p

2349. A 2348. feladatban lattuk, hogy p,=2a—p; p,=2b—p,=2b—-2a+p; p;=
=2c—p,=2c—2b+2a—p; p,=2d —p;=2d —2c+2b —2a+p; b—a=c— d, mivel
ABCD paralelogramma = 2d — 2¢+2b — 2a=2(d —c+b —-a)=2(d —-c+c—d)=0=>

=Pp;=P-

at+b b+c¢ ct+d d+a
2350. f,= 5 f,= 5 f3=T; f,= 5
p=2f,—p=a+b—pésp,=2f,—p=b+tc—pésp;=2f;,—p=c+d—pés

p,=2t,—-p=d+a—-p=>PP,=p,—p,=b+tc—p—-a—-b+p=c—a é PP =
=p;—p,=c+td—p—d—a+p=c—a, tehait P, P, = P,P,= P,P,P,P, paralelogramma.

P,
b A [2350.]

TN

P,
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2351. Legyenek a tiikorképpontokba mutaté vektorok rendre p;, p, ..., p.- A 2348. feladatban
lattuk, hogy p, =2a—p;, p,=2b—p,=2b—2a+p; p;=2c—p,=2c—2b+2a—p; p,=
=2a—p;=2a—2c+2b—2a+p=-—2c+2b+p; ps=2b—p,=2b+2¢—2b—p=2c—p;
Ps=2¢c — ps=2c—2c+p=p. Tehat p,=p.

2352. Legyenck az A, B, C, D, E és F pontokba mutatd helyvektorok Z, E, Z’,»,E és I?

E A+D F B+ C b E’ Z E B K F Zj B+ C A+D
L2 L LT R RmEmm AR 2
B-A C-D b a

= + =—+—.

2 2 2 2

2353. Legyenek a csicsokba és az atlofelezd pontokba mutaté helyvektorok Z,#, E, B,E
> - A+C - B+D —- > > B+D

és F.E felezi AC-t, ezért E = és F felezi BD-t, ezért F = .EF=F—-FE = S
A+C B-A D-C AB CD B

B T + T + - AB | CD = AB és CD egyallasu vektorok = EF

parhuzamos az alapokkal.
2354. Legyenek az A, B,, C,, D,, illetve 4,, B,, C,, D, pontokba mutaté helyvektorok

A,,B,,C,,D,, illetve A,,B,,C,,D,. F":T és F,= 5 és F.= > és
BB e . - CaC BB B CoB . -
Fdi 2 %Fbi:Fc;Fbi 2 ; 7 =5 + 5 F,F,=F,—F,=
D,+ D, A+ 4, 1~ “h D,— A, . .

T + 7 Mivel 4,B,C\D,, illetve A,B,C,D, paralelogram-

— > —> —_ > > > —>

ma, ez€rt a— B=D—-A4,¢é C,-B,=D,—A,= F, F,= Fa—F; = F,F, F.I, paralelogramma.

2355. Az ABC, a BCD, a CDA és az ABD haromszogeknek kozos a kortlirt kore. A 2307.
feladatban lattuk, hogy ha a koriilirt kor kdzéppontja a helyvektorok k6zos kezd6pontja, akkor
a csucsokba mutatdé helyvektorok Osszege a koriilirt kor kdzéppontjdbol a magassagpontba

mutato vektor. Az ABCA M, magassagpontjaba mutat6 vektor: OM, =a+ b+ c. ABCDA M,
magassagpontjaba mutat6 vektor: WZ =b +c+d. AzABDA M, magassagpontjaba mutatd
vektor: OWE =a+b+d. AzACDA M, magassdgpontjaba mutaté vektor: OWZ =a+c+d
Az M M,MM, négyszog oldalvektorai: mz O—M)z— O_M)lz btctd—a—-b—-c=
=d-a= /TLS; M,M,=OM,-OM,=a+c+d—-b—-c—d=a-b= 54; M,M,= OT/I;—
—ﬁ=a+b+d—a—c—d=b—c=&;

M M,=OM;—OM,=a+b+d—-—a—-b—-c=d—-c=
= C—B A magassagvonalakbdl alkotott négyszog oldalvek-
torai egyenl6k a hdirnégyszog oldalvektoraival, ezért a két

négyszog oldalai paronként parhuzamosak és egyenldk,
tehat a két négyszog egybevago.
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2356. Lcgyen a hurnégyszog koriilirt korének kdzéppont-
ja a helyvektorok ko6zds kezdSpontja. A 2342. feladatban

— 1
lattuk, hogy OS = 7 (a+b+c+d). Legyen O-nak S-re

— —> 1
vonatkozé tikorképe M. OM =2-0S = ) (a+ b+c+d).

— a+d
Legyen E az AD szakasz felezéspontja. OE =

—> —> -—> at+b+c+td—-a-d b+c —
EM=0OM - OE = = €s BC=

2
=c—b. Mivel |b| =|c| = r, igy (b + ¢) és (¢ — b) vektorok
merGlegesek egymasra. = EM | BC = M rajta van az E

felezéspontbol BC-re allitott merdlegesen. A tobbi esetre
is hasonléan lehet belatni.

2357. Legyen AB= a; AD =b és AE = ¢. ABCD lap ko-

atb
zéppontjaba mutato vektor: ; ABFE lap kozéppontja-
+c
; ADHE lap kozéppontjaba muta-

a
ba mutato vektor:

+c

to vektor:
b+c

; BCGF lap kozéppontjaba mutat6 vektor:

atc
+a; DCGH lap kozéppontjaba mutato vektor: +b;

a+b

EFGH lap kozéppontjaba mutat6 vektor: +c.

2358. KB=x+y+z; KF=x—y+z; KC=—x+y+z;
KG=—x-y+z;, KA=x+y—1z; KE=x—-y—1;
KD=—-x+y—-2z; KH=—x—y—1z.

2359. Tekintsik a PQ testatlot. PX + PY + PZ = PQ.

PX+PY+PZ —
Masrészrol 3 PS az XYZA sulypontjaba
mutatd vektor, ami benne van az [XYZ] sikban. = A testatld
P-hez kozelebbi harmadoldpontja benne van az [XYZ] sik-
ban. Hasonl6an megmutathatd, hogy a Q-hoz kozelebbi
harmadolépont benne van az [ABC] sikban.

a+b+c

2360. DS =355,; 0S, = az ABCA siilypontj-

nak helyvektora.
. a+b+c
o5 2 308p+ 0D _ 33 *d atb+c+d
B 4 B 4 B 4

Hasonléan lathat6 be a tobbi stlyvonalra is.

\ 4

A
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2361. Legyenck a csticsokba mutatd helyvektorok rendre a, b, ¢ és d. A 2360. feladatban lat-

—> a+b+c+d - — — a+b+c+d 3a—-b-c—d
tuk, hogy OSzf. SA=0A—-0S=a-— 1 = 2 . Ha-
—~ 3b—-a—-c—-d —- 3c—-a-b-d —> 3d-a-b-c¢
sonléan: SB = 2 ; SC= 1 ; SD = 2 .
—- —> —> — 3a—-b—-c—d+3b—-a—-c—d+3c—a—-b—-d+3d—a—-b-c
SA+SB+SC+SD = 2 =0
2362. Legyenck az A, B, C, D csucsokba mutatd helyvektorok
—> a+b+c+d
rendre a, b, cés d. OS = — az ABCD tetraéder stly-
. —> a+b+ec —> b+t+c+d
pontjdnak helyvektora. OS D:f; S A:f;
— a+c+d — a+b+d )
OSy= — ; OSq= B — a lapstlypontokba mutaté

helyvektorok. Legyen Q az S,5,5.5, tetraéder silypontja.
06 - O+ 0S,+ 0S.+0S, 3a+3b+3c+3d

12
atb+ct+d —
2363. Nézziik a 2362. abrat! Legyenek a csticsokba mutat6 helyvektorok rendre a, b, ¢ és d.
) ) — a+b+c+d ) . — a+b
A sulypontba mutaté helyvektor: OS = B E— AB felezéspontja E: OF = , CD
e at+tb c+d
) ) — c+d ) ) —> OE+OF > T,
felezéspontja F: OF = — EF felezéspontja P: OP = 5 = 5 =
atb+c+d — .
R OS = P = S = Assulypont felezi EF szakaszt.
2364. Nézziik a 2362. abrat! Felhasznéljuk, hogy S felezi EF-et és HG-t (lasd 2363. fel-
adat) = EGFH négyszog EF és GH atlojanak kozos felezéspont-
- 4, ja § © EGFH sikbeli négyszog és paralelogramma.
s AA, s A A e o A4
2365. A=———¢é B= == AB=B—- A=
P ey s—A; > 1~ 415
Hasonl6éan: CD = = és EF = 5 =
— —> —> 1 —_— > > > >  —>
= AB+CD+ EF =5 (A, ~ A, + Ay— A+ A~ A) = 0.
2366. AB+AC+AD +AE + AF=AB+ (4B + BC) +

+<Z§+E€+EI§>+(Z§+E&+EB+EE)+
+ (4B +BC+ CD + DE + EF

AB + BC+ CD + DE + EF) = 34B+ 3BC + 3CD = 34D az

AB+DE=0és BC+EF=0 Osszefiiggéseket felhasznélva.

2367. 00 = QA+ 4,0; 00 = 04, + A4,0; Q0 = 04, + A4,0;
00 =0A4,+A4,0.=n-00 = QA+ QA,+...+ QA+ 4,0 +
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1. eset 2. eset 4. eset
A=P B P A B A B P
5. eset 6. eset 7. eset
4 PF B AF=FB 4 F=p B AF=FB 4 F p B  AF=FB

+A4,0 + .. +A,0.® Mivel az A,A,...A, sokszdg szabélyos, O a sokszog stlypontja is egy-
ben.= 4,0 +A4,0 + ... +A4,0 =0.

| .
Ezt a ® egyenletben felhaszndlva: QO = — - (QA +OA,+ .. +04).

2368. AA+BB+CC+DD A - A+B B+C,—C+D,—D=(C,—A)+ (D,— B) +

+A4,—-C)+B,—-D)= AC+BD+CA+DB

2369. 1.eset: 1 =0; AP=0=0-BP.

2.eset: 0 < A < 1; |AP|<|BP|.

3.eset: A =1; Nincs olyan P pont, amelyre AP = BP lenne.

4. eset: 1 < A; |ZB|>|BB|.

S5.eset: —1 <A <0; |ZB|<|E’|

6. eset: L = —1; ZB BP.

7esetl< -1; |AP|>|BP|

2370. PA+2PB+3PC 0=>A P+ZB 2P+3C 3P 0=>A+2B+3C 6P=>
» A+2B+3C

= P= — A P pontba mutat6 helyvektor a fenti 0ssze- -

fﬁggéssel szerkesztheto c

2371. A B+ A, B,+..+ A B.=B,— A+B,— A,+. +%” //\
4 Mltf B

(B,.I—Al) + (Bl.ﬁ—Az) + .+ (Bl. —An) =A B, +A4,B; + ...
Felhasznaltuk hogy a Vektorésszeadés kommutatlv mlivelet

2372. OA + OB 20F ahol F felezi AB-t; OC + OD 20G ahol
G felezi CDt OF J_ AB, OG 1 CD és AB 1 CD miatt OGMF

téglalap. OA + OB + OC + OD = 20F + 20G = ZOM .
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Vektorok felbontasa osszetevokre

2373. A sulyvonalvektor az oldalvektorok felének dsszege.
2374. 2375. A feladatok megoldésat az olvasora bizzuk.

2376. A kért felbontast a 2376. abra mutatja. A szogfelezo

ételbd] tudjuk, hogy o =2 5 ap= 2 pp_ %
—_—= = = = .
clelbol tuquui, Rogy PB a a+b a+b
_Ix) _ PB|x,| AP
A parhuzamos szel6k tétele miatt = =—.

b c a c

1 ac ab b

|x,|=b ?'a+b:a+ll)) és Xb:|xb|‘eb:|xb|'g:
b
= b b _a+b -b. Hasonl6an belathato, hogy X~ 2
cpP “ py?
TR ath "

2377. a) Az egyértelmii elallithatésag miatt @ =3 és2B+1=5=F=2. b)oa+B—-1=0

1 2
¢ 2a-p=0=a=7=F=7. dJa=f+lé& f=-(a-)=ae=1=4=0.

9 23
d)20—B-1=0¢ 30+p+10=0=0a=--=F=-—.

2378. AD +AD 0 = D kozéppontos tukorkepeA ra D’

— — AC+AB — — — AC+AB — AC+3AB
D'A—AD—# DB= DA+AB—#+AB=f.

1
2379. m=—5b+a.

2380. AB= b —a. 4, B és C egy egyenesen vannak, ezért

BC és AB (#0) egyallasa vektorok. = Van olyan A € R,

D hogy B—E’=/1-Zl§=/1-(b—a); c=b+§6=b+/l-(b—a)=
=(A+1)b—JAa; B=A+1 és a=— Avilasztassal

B ¢c=a-a+B bésa+p=1.

D > > 2381. c=0-a+f-bésa+f=1=a=1-=
:>c=(1—ﬁ)~a+[3’-b;2§=b—a;B—6=c—b=
=(1-B)a+B-b-b=(B-1)b-(B-1)a=

=(B-1) (b—2a)=(8—1)-AB.® Ha a és b nem egyil-
lasa  vektorok, akkor ZE#O Ha pB=1, akkor

a . B c—,B b= b=>Cra]tavanazAB egyenesen. Ha 8 # 1, akkor

0 _‘ BC 0= AB és BC a ® Osszefiiggés miatt egymasba fii-
o zott egyallasa vektorok, igy 4, B és C egy egyenesen vannak.




Vektorok felbontasa 6sszetevdkre 353

2382. Az M metszéspont akkor létezik, ha 4,B, nem parhuzamos BA,-vel, azaz Au# 1.
A 2380. feladatban lattuk, hogy A,, M, B, egy egyenesen 1évé pontokba mutaté vektorokra:
v=0o-Ada+ (1 — a)-b. Hasonldan az A,, M, B, pontokba mutaté vektorokra: v=/[3-a +

+(1-B)- wb=>a-la+(1—0o) - b=v=F-a+ (1 — B)- ub. Az elGallitas egyértelmiisége

miatt:aAA:ﬁésl—a:(l—ﬂ),u:}azgﬁ1—%2(1_6)~#=>ﬂ:/1§;l:1)
A1) Al —1) _/1(#—1)' #(2_1)‘
77 R g ] 7 S S T

2383. Legyen AB=b;, AE=J1b; AD=d; AF=pd A 2382. feladat eredményét fel-

—  Ap—1 A-1 —> 11— A(e-1
hasznalva AC = G )~ ( )~d; AF=—AC= ¢:-1)

pd—1 g — 1 2 2(uA—1)
s(A-=1) —> d+b — Ab+wud — Aub—Ab+ Aud— ud
——— 4, AF=——; AFR=——; AF= =
2(ud = 1) 2 2 2(ud = 1)
_Apb+d)  Ab+pd  Ap — > > —
D) D D ARt T AR AF,= k-AF,+ m-AF,, ahol
A 1

k ¢ k + #4 + ! pa-1
=———é m=——-. m= =

(A —1) 1—pd wA-=1) 1—-pd pd-1
feladat alapjan ez éppen azt jelenti, hogy F,, F, és F, egy egyenesen vannak.

2384. Legyen PE=¢ PF=Je PC=c PB=pc és EBNFC=M. A 2382. feladatban

—>= Alp-1) ©(A=1)
lattuk, hogy PM = e ¢
. &y ud—1 puAd—1

Y ey —> Ape—A-etAn-c—p-c
miatt PA=A-e+ p-cés PD=e+c. PM= ~ s B

=1 miatt a 2381.

AB|PF; EA|PB; DC|PE és ED|PC

Ar—1
R T T
CAp—1 e+ Ar—1  dp—1 F E P
oy ! 1 és a2381. feladat fel M/
—_—— . — = cS a . Ielada cl- /
Ar—1 Ar—1  Ap—-1 c

hasznalasaval ez azt jelenti, hogy M rajta van az AD egyenesen.
= AD, BE és CF egy pontban metszik egymast.
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> Z + B
2385. Az osztopontba mutatd helyvektorokra vonatkozd Osszefiiggés miatt V= 7
» B+C > pA+IB = uD+AC ,
zZ= ;0 X = ;Y= . P az XY egyenes pontja, ezért a 2380. feladat
2 A+ p A+ p

allitasa szerint van olyan k € R, hogy P =k X+ (1-k)- ?/ P a VZ egyenes pontja, ezért van
olyan m € R, hogy P=m-V+ (1 —m)-Z. A kett6t Osszevetve k- X+ (1 —k)-Y=m -V +
+ AB pD+/1C_ A+ D B+C

> uA
+(1—m)-Z, azaz k - o +(1-k) S =m 5 + (1 -m): 7

Ak —m(p+ )+ BEUA = (L —m) (e + )+ CRA(L— k) — (1 —m) (1 + A) +
+DQRu(l—k)—m(u+ A)=0=2kp=m(u+ A); 2kA=(1—m)(+A); 241 —k)=

= (1= m) (i + A); 2#(1—k)=m(ﬂ+/1):>%:%:>mZﬁ:ﬂkﬂ:

M
A+ u
osztja a VZ szakaszt.

1 k
(w+A)=2k= 2o 1T% " 1. A P pont felezi az XY szakaszt és A : g aranyban

Vektorok elforgatasaval megoldhaté feladatok

2386. Lecgyen CA=aésCB=b.a+b= 2613, mert CF stlyvonal. Legyen a + 90°-os elfor-
gatottja a’, b+ 90°-o0s elforgatottja b'. C,C=a"; CC,=b'= C,C,=C,C+ CC,=a’+b'=
=(a+b)= (2&) = C,C,= 2CF és a 90°-os elforgatds miatt egymasra merdlegesek.

2387. 54 =a O73=b; (?C’z c OT)zd; TC’zc—a; FDz d—b. a) Tekintsiik
az O kozépponti +90°-0s elforgatast. a képe b, ¢ képe d, (¢ — a) képe (d — b), AC képe
BD= BD 1 AC é BD=AC. b) EF= ?AC és EH= 5BD. A feladat a) része miatt

EF 1 EH és EF = EH. Ez az EFGH négyszog barmely két szomszédos oldalara megmutathato,
ezért EFGH négyzet.

\ E
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2388. a) A megoldast l1asd a 2386. feladat megoldasanal. | 2388. 0
b) Az a) pontban lattuk, hogy KE 1 AA4,, ahol A4, az egyik

stlyvonal. = A4-bol KE-re bocsatott merdleges az AA,
egyenes. Hasonléan B-bdl FG-re bocsatott merdleges a BB,
egyenes, C-b6l JH-ra bocsatott merdleges a CC, egyenes.

A haromszog sulyvonalai a sulypontban metszik egymast, K¢ ., = B¢ ‘\\ 4,
ezért a feltételeknek eleget tevd merdlegesek is a sulypont- T

ban metszik egymast. ¢) Legyen AC=c és AB=b= >-A4  C
= BC = ¢ — b. Tekintsiik a +90°-0s elforgatast. b képe b’ és . P
¢ képe ¢/, ezért EA=b és AK=c¢. AR=c'—b'= (c—b)= R b x
= (?C'): AR a BC +90°-0s elforgatottja, ezért AR L BC és
AR = BC. Hasonléan megmutathatd, hogy BP 1L AC és

BP = AC, valamint CQ 1 AB és CQ = AB. d) A korabbi jeloléseket hasznalva (a helyvektorok

¢c+¢ - b-b - b+e — > —> c¢+c¢'—b-—c
P X=— s A== A= A==

. Vegyiik az A4, Z +90°-os elforgatottjat.

E F

k6zos kezdGpontja A): Z=

2 2

= = =A, X=X a Z pont A, koriili +90°-os elforgatottja.

= Az A, oldalfelezéspont az XYZA XZ oldala f61é befelé rajzolt négyzet kozéppontja. Hason-
l6an megmutathatd, hogy B, az XY oldal f61é, C, az YZ oldal folé ra]zolt négyzet kozeppont]a

e) A korabbi jeloléseket hasznalva: P AB + BG + GP b+ (b-c¢) -

bbb =boc: Boc—b: % b-b P+R b-c+c—b bbb Yoy
¢ eonmemy 2 2 2 2

a PR szakasz felezGpontja. Hasonléan megmutathatd, hogy Y a PQ szakasz, Z pedig a OR sza-

kasz felezOpontja. f) Az e) pontban lattuk, hogy X felezi a PR szakaszt, ezért QX a PORA

Q-bdl indul6 silyvonala. Hasonl6an belathatd, hogy PZ és RY is sulyvonalak, tehat a PORA stly-

> b+tc —> b-b

pontjaban metszik egymast. g) A korabbi jeloléseket hasznélva: §,, = T; X =
> b4+c+b'—¢ > c+c¢ > b-b+b+c+b' —c+c+c 2b+2c b+c
Y= ; L= 5 Sy =
2 2 6 6 3

> > o > > —b'+b+b'—c’+c+c¢” b+t+ec
E=-V G=b+b' -} J=c+c} Secr= 3 =3 :
- B ) - > b-b+c+b —c+¢ b+ec )
F=b-b; H=c+b-c; K=c; 8§,= 3 = 7 A fentiek

alapjan S, 5 = Syyz = Seay = Spue h) ABHJ négyszdgben a C pont olyan, hogy AJC és BHC
egyenlé szart derékszogli haromszogek. A 2387. feladatban belattuk, hogy ilyen négyszog
esetében az atlok merGlegesek és egyenlSk: AH = BJ és AH | BJ. Hasonléan megmutathato6 a
masik két szakaszpar egyenl6sége és merdlegessége is.
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2389. A2387. abra jeloléseivel: Legyenek az A, B, C

> > >

es D pontokba mutato helyvektorok A, B, C és D.

>

AC= C A es BD=D - B ACJ_BD esAC BD
miatt AC a BD( 90)°-o0s elforgatott]a AC (BD) =

> > > > > A+B > B+C
2 2
— _/)l-l—_é — > > E-FE—_/)I—E
H= EF=F—-FE = =
2 2
C-A4 —» - » A+D—A-B D-B
= . EH=H-E= = .
2 2 2

Tekintsiik az EH (= 90)°-os elforgatottjat. (ﬁ) =

= F a H pont E korili (— 90)°-os elforgatottja. Hason-

16an H az F pont G koriili (— 90)°-os elforgatottja, ezért HEFG négyzet.
2390. Legyen A a helyvektorok kozos kezdGpontja. Jeloljitk a (— 90)°-os elforgatas soran kelet-

— b+b  — c—b+c¢—-b
kezett képeket -Vel.AB:b, AC=c, AD:d, AE_T; AF=b+f:
_bretd—b s doctrd-d etdid-¢ . d-d
= 5 ; =c 5 = 5 : ===
—> —_—>  — b+b—(c+d+d ) b_c_d+br+c;_d,

GE=AE - AG= - :
2 2
> > > d-d-(t+ctc-b) b-c-d-b-c+d
— >\ b—c_d+b/+c/_d/' b—c—-d+b'+c¢ —d"
(GE> - [ 2 ] = ) . Felhaszndlva, hogy b”=—b,
b'—c¢—d—-b-—c+d

= FH = A HEFG négyszog atl6i

¢'=—césd'=—d <?E>= = 7

merdlegesek és egyenldk. A 2389. feladatot alkalmaz-

va a négyszog oldalfelezéspontjai négyzetet alkotnak.

2391. 1. megoldas: Legyen A a helyvektorok kozos
D kezdSpontja. Jeloljik a (—90)°-os elforgatas soran

keletkezett képeket "-vel. Legyen AB = a, AD =b.
F ABCD paralelogramma, ezért DC=a, BC=b.

’ ’

b’ a —> a+a — b+b — a—a

A)\/Bb, AE = 2 ; AF=a+ 2 ; AG=b+
2 —> b-b — — — a—a’
2

E AH=THG=AG—AH=I)+
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b—b" a+b-—a+Db —> —> —> a+a b-b a—b+a’+b’. —

- = ; HE=AE-AH= - = ; GF=
2 2 2 2 2
— b+ b’ a—a’" a—-b+a'+b —
=AF-AG=a+ > —b-— > = 2 . Tehat HE = GF, ezért HE = GF és
—> f(a+b—a+b') a+b—-a’+b" )

HE|GF (1). (HG)'= ) = 5 . Felhasznilva a”"=—a és b”’=—b:
— a'+b'+ta-b —

(HG)'= — 5 = HE = HG = HE és HG L GE (2). (1) és (2) Osszefiiggésekbdl kovet-

kezik, hogy HEFG négyzet. 2. megoldas: Legyen M a paralelogramma atléinak metszéspontja.
— a+a — a+b a+b a+a a-b —

AE = . MA=- . ME=MA+AE =— + = . MH=
2 2 2 2 2
— — a+b b—b’ a+b — .
=MA+ AH =— 5 + ;=T Vegyiik az ME vektor (— 90°)-os elforgatottjat.
— a—b) a’-b -—a-Vb at+b — ) o
(ME)'= T |=—5 =5 =5 = MH. Hasonléan belathat6, hogy

(MH)'=MG és (MG)'=MF. MEF; MFG; MGH és MHE egyenl6 szara derékszogli harom-
szogek, a derékszog M-ben van. = EFGH négyzet.

2392. g) Jeloljuk az abra szerint a vektorokat, és -vel a (—90)°-os elforgatottjukat (fel-
hasznélva, hogy a négyzet félatloi mersGlegesek és egyenldk). XY =x'—y; BZ=—x'+x—17.
Tekintsiik a C-bdl kiindulva az egymashoz fiizott, majd oda visszaérkezd vektorokat.

—z2+72 —x+X —y+y=0=>x+yt+tz=x+y+z2=x+y+z)=>x+ty+tz=0=>
=Sy=-X—1 XY=x"+x+ z; (?Y)'Z x'+x+z)=x"+x'+z'=-x+x"+ Z=-BZ. BZauz
XY + 90°-0s elforgatottja, ezért BZ = XY és BZ L XY. b) Az a) pontban latottakhoz hason-
16an belathatd, hogy AY 1 ZX és CX L ZY. = AZ; CX és BZ az XYZ A magassagvonalai, ezért

egy pontban metszik egymast.

2393. A 2394. abra jeloléseit hasznaljuk. Legyenek az A4,
B,C, A, B,, C,, A,, B,, C, pontokba mutaté helyvektorok

rendre Z, E,..., C,. Jelolje a + 90°-os elforgatds képét .

-> > >  —>

- C+C, - A+A, — B+B, —— — —>
C,= ) ; A= B 5 Dy = B . CA4,=4,-C,=
Z—E Z—T a+b — > E—E
= 5 + 3 = 5 ; C,B,=B,—C,= 5 +

El_a Y Caltb
+ S T, (C2A2)=T=C232 = (A4, =

=(,B, és C,A, L C,B,= A,B,C,A egyenld szara és derék-
szogt.

2394. A 2393. feladat megoldasmenete teljes egészében
megismételhetd, csak a + 90°-os elforgatas képe helyett az
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o irdnyitott szogl elforgatdas képét jeloljik ’-vel.
(C272 )= @; =CA,=CB, é ACBL=a=
= C,A,B,A ~ CABA.

2395. Legyen 54 =a; 071’ =a; 07)“ =a’.Aza" az
a vektor + 120°-os elforgatottja, igy OAA'A-ben az H-

ral helyettesithetd. A vektorok kiilonbségére tanult
abréazolasbol kovetkezik, hogy a”= a’— a.

2396. Legyenek az A, B, C, B, C,, B,, C, pontokba

mutat6 helyvektorok rendre 2, E, oy 8‘2 Jelolje a +60°-
- C+C, - B+B —>
os elforgatas képét . C,= 7 B,= 5 AB,=
_E Z_E-I-E] E—E_Z+§_2—bl+b
> — —> —>_ —2> —>_ 2 - > 2 - 2 ’
— > > C+C, > (C—-4A4 C-A4 b} +b’ — b, +b" —
AC,=C,— A= —-A= 5 + 5 = 5 = (AB,) = 5 =AC,.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy AC, = AB, és B,AC,¥ = 60° = AB,C,A szabdlyos.
2397. Legyenek azA4,B,C,A,, B,, C,,A,, B,, C, pontokba mutat6 helyvektorok rendre Z, E,

o e 7 CHC - AvA - B+
..., C,. Jelolje a +60°-o0s elforgatas képét . C,= > ;0 A= > ; B,= >
— » » » B-A4 B-A b+b,
—> > —> (C-A C/ -4, b+
A,C,=C,— A, = 5 + S =5
— b,-l‘b’1 — . .
A,B,)= =A,C,. A fentiekbdl kovetkezik, hogy

A,C,=A,B, és B,A,C,L =060° = A,B,C,A szabalyos.
2398. Legyen FD = d, EC=c és jelolje a + 60°-0s
elforgatds képét ". EF=c— d; EA= =c'+d- d;
(ﬁ)’= ¢’ —d". A2395. feladat eredményét felhasznélva
d'=d-d= EF)=c-d-d=c—d+d=

=FEA = EA = EF ¢ FEA 4 = 60° = FEAA szabilyos.

2399. CD=r és OC=r és OD=r, ezért CDOA
szabalyos. = COD< = 60°. Hasonléan megmutathato,

hogy EOFX =60° és AOBX =60°. Legyen OC =,

OF =e és (T4 = a ésjeldlje a + 60°-os elforgatas képét ".
c+a > e+c¢ > at+e — > >
; Y= ; Z= . YZ=Z-Y=
2 2 2

X=
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a't+e’—e'—
2
— a+e—e—c+c—¢€

eredményét felhasznilva e’ =e' —e és ¢’ =c¢ —¢, igy (YZ)= 5 =

’

ate—e—¢ —> > > L= ¢
= YX=X-Y=—""—7"—; (YZ)= . A 2395. feladat

2 : 2

a—e—c+c —
B —— YX = YX=YZ é ZYXX = 60°, ezért XYZA szabalyos.

2400. Legyen oC = c, OE=¢és OA=1a és jelolje a + 60°- D
os elforgatas képét '. Szabalyos hiromszogekr6l 1évén szd

— — — > c+a > e+c
OD=c¢, OF=¢ és OB=a'. Y= 5 . Z= > ;
- at+e — > > at+te—-e—=¢ — > >

X= .ZX=X—Z=f; 2Y=Y—-7Z=
cta'—e—¢ —> a't+e’—e'—¢”

B S zXx) = — A 2395. feladat ered-

—

ményét felhasznilva e’ =e¢' —e és ¢’ =c —¢, igy (ZX) =
ate—-e—c+c—e¢ a-e—-c+tc —

= > = ) =2Y=>7ZX=Z72Y

és XZY< = 60°, ezért XYZA szabalyos.
2401. Legyenik a szalﬁl)yos héroris)zégek kozéppontjai X, Y
és Z. Legyen YC=c¢, XB=b és ZA = a. Jeldlje a + 60°-0s
elforgatds képét ', a + 120°-o0s elforgatéds képét "'. Felhasznalva,
hogy BXAX = CYBX = AZCL = +120° YB=c¢", XA=Db"
ZC=a". XY=b- c’; XZ=b"- a; (?Y)’z b’ — (¢")' =

=b’— (= ¢)=b’+c. X-bdl kiindulva vegyiik sorra az egymasba

flizott vektorokat. b—¢”+c—a”+a—-b"=0=>a+b+c=

=a”+b"+c”=>a+b+c=0=>—a=b+c=>fZ>=b”—a=
=b"”" +b+c. A 2395. feladat eredményét felhasznilva b =
b —b,igy XZ=b —b+b+c=b'+c=XY) =XZ=XY
és YXZ < = 60°, ezért XYZA szabalyos.

2402. Legyen BC= c DE=e¢és FA=a és jelolje a + 60°-
os elforgatas képét ', a +120°-os elforgatas képét ”'. Felhasznal-
va, hogy CBAY = EDCY = AFE = +120% BA=¢", DC=¢"
és FE=a". BD=c— e’; BF=¢"— a; (B?B)’= c'—(e")=
=c¢'— (— e) = ¢'+ e. B-bdl kiindulva vegyiik sorra az egymas-
ba fizott vektorokat. c —e¢” +e—a”"+ta—-c'=0=a+c+

—>

+te=a"+c¢"+e" >a+ct+e=0= —a=c+e= BF=
=c¢’—a=c"+c+ e A2395. feladat eredményét felhasznalva
¢’"=c¢ —c¢ igy BF=c¢'—c+c+e=c'+e=(BD)'= BF=BD
és DBF< = 60°, ezért BDF A szabalyos.




360 Miiveletek koordinatakkal megadott vektorokkal

D 2403. Legyenck a szabdlyos haromszogek kozéppontjai X, Y
2 ésZ.Legyen YC=c¢, XB=Db és ZA = a, és jelolje a + 60°-os elfor-
gatas képét ', a +120%-o0s elforgatds képét . Felhasznalva, hogy
BXAL =CYBL=AZCX =+120°% YB=c¢", XA=Db" és ZC=a".
XY=b-c¢"; XZ=Db"-a; XY)=b'—(c")=b'—(-c)=b"+c.
X-bdl kiindulva vegyiik sorra az egymésba f(izott vektorokat.
b-c¢'+c—a’"+a—-b"=0=>a+b+c=a"+b"+c"=a+b+
+e=0=—a=b+c= XZ=b"—a=b"+b+c A2395. feladat
eredményét felhasznédlva b” =b’ — b, igy XZ = b —b+b+c=
F =b" + ¢ = (XY) = XZ = XY és YXZL = 60°, ezért XYZA szabalyos.

Miiveletek koordinatakkal megadott vektorokkal

2404. Legyen a kezdSpont az origd. Alkalmazzuk a |v| = [v?+ v? képletet, aholv, ésv,a v

vektor koordinatdi. Ekkor |a|=/m=2/g; bl = /34; le|l=/73; |d|=4
/2404
le| = /153; [f| = : gl =/10; |h|=/12—/§+4,5ﬁ.Haavektorokkezdﬁ-

15
pontja az (5; 5) koordinataji pont, a vektorok abszolutértéke nem véltozik. Ekkor példaul
az a vektor kezdGpontja az (5; 5), végpontja a (9; 11) koordinatju pont.

|a|=/(9—5)2+(11—5)2=2/E. a=4i+6j; b=—5i+3j; c=-8i—3j; d=-—4j

e =12i — 3j; fzéi—&zj; g:_ﬁi_/gj; h:‘/T()z_li+/rEgz+3j'

2405. a =5i+2j + 4k. Alkalmazzuk a |v| = [v?+vi+ v} képletet, ahol v, v, v, a v vektor

koordinatai. Ekkor |a| =3,/5; |b|=,29; |¢|=/109; |d|=5/17.

2406. A feladat megoldasat az olvasdra bizzuk.

2407. Az m= (a; b); n=(b; a) helyvektorok egymas tikorképei az y =x egyenletii (az
origén atmend és az els és a harmadik siknegyedet felez6) egyenesre.

2408. a) (3; —4) és igy tovabb; b) (—3; 4) és igy tovabb; c¢) (=3; —=4); (4 —2); (—4;5);
(=3:0); (0;3); (=p; =9); d) (43); (2, =4); (=5:4); (0;5); (=3;0); (¢p) e (=4 =3);
(=2;4); (55 =4); (0;=5); (3,0); (—=¢; —p)-

2409. C((5;6), C,(—5; 6), C;(=5; —6), C,(5; —6). Pitagorasz tételét alkalmazva

m? =8 6"=28, m=2/7. A megoldas: C,(6;2,/7), C,(-6:2/7), Ci(~6:—2/7),

C,(6:-2/7).

2410. a) AC=a /2, igy A[“T; o], B|0; =2

bAa'a B a‘a c a_ a D
S PREY B e Ry S ey

0;

>

[SYIN
(SYIN
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a a a a a a a a a a a a a a a
2411. | -5l |5 505 555k T 55k |55 5 )
27 272 (27272 27272 27 272 |27 27 2

a a a a a a a a a
2727 27 2727 27 27 27 2F

2412. g) A szabdlyos hatszog tulajdonsdgai miatt ABO haromszog szabdlyos. Pitagorasz
tételébsl: m> =4 —22=12, m=2 /3. A cstcspontok: A(4;0), B(2;2,/3), C(-2;2,/3),
D(-4;0), E(-2;—2,/3), F(2; - 2.,/3), illetve

A(2a;0), B(a; a /3), C(— a; a /3), D(~ 2a;0), E(— a; — a /3), F(a; — a /3).

b) (0:4), (2/332), (2/35-2), (0;-4), (—2,/3;-2), (- 2,/3;2), illetve (0; 20),
(—ay3;0), (—a/3;-a), (0;-2a), (a/3;-a), (a/3;a).

2413. 233. 4bra

2414. a) a'(-3; -2), a”"(3; =2); e)e'(=b;a), ¢"(b; —a); f)f'(—cosa;sin @),

f""(cos a; —sin ).

2415. 1. (-1;7). 2.(5;10). 3.(10; =7). 4. —2b(8; —4), a — 2b(11;1). 5. 13[3 Z]

2 8 4) 1 2 7 23 2 35
3b[—3;3J, 2a+3b[—6, 5 ] 6.[—1; 3]. 7.[—4;4.
2416. AB(-2; : 7). B?( 8 —1), CA(10; —6). | AB| = /4 +49 = /53, |BC|= /89,
|cA| = /W AB+BC+CA=(=27)+ (-8 — 1)+ (10; — 6) = (0; 0) = 0;
|AB|+|BC|+|CA|—269

2417. ,TB( 8; 4), BC( 4-11), CA(12 7), DA(5: 16).

2418 KF( 4; —10), KA = KF+KF KA( 14, —6) LegyenOaz orlgo Ekkor 04 =
—0K+KA 0A(-T; —10), A(=7; —10). —KA = KC(14;6), OC= 01<+1<c 0C(21;2),
C(21;2). KB(6 —14), 0B= 0K+KB 03(13 —18), B(13; — 18), —KB=KD, ebbdl D(1; 10).
2419. 4B (2;5), DC (2;5)= AB=DC = ABCD paralelogramma;

AD(5; —2)=| AB| = | AD|, AB-AD = 0= ABCD négyzet.

b AY )
y=5 c B
a)
K(7:-4)
1 > F'
i x
\4
c) D F A
x=-4
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2420. |a| = /73; aol/%; /%] Ib] =2/10; bol—f T] = /106;
o| 3 . 9 . |d|—‘/§' d° 7. 3
Jioe s [T _ﬁ’_ﬁ]'

2421 Az A, B, C, D K pontokhoz vezessenek az a, b, ¢, d, k helyvektorok Ekkor

KA—a—k( 4; = 2), KC(4 2).c= KC + k. Innen c(5; 11), C(5; 11). KB a KA 90°-os elfor-
1

gatottjanak - “szerese, tehat KB(l; -2). b=k+KB:>b(2; 7), B(2;7). KD(— 1; 2),

d(0; 11), D(0; 11).

o 39+13 39-13
2sin - COS

2 2 2 10lg2s 2
2422, 4 =-— =-2; b=,/10"-10%~ = ,/10°-25 = 50;
“ sin 26°- cos 13° ’ / / ’

c=(/5+20= (/5 27 mert (5 +2)- (/5 -2)=1.
c=4[(/5+27+(/5-2) (J5-2)+ (/5 —27]=4-19=76.
25(2; 52), B_E'(l; 26). Mivel AB=2 -EE, ezért a 3 pont egy egyenesre illeszkedik.

2423. [a| = /12+ 2>+ 3 = /14; [b|= /29

4
2424. q) |a| = [42, aO{

1 5 3
; ; , b) a'l———; ; ,
mmm] “‘[@ V)

o .11
3B
Két vektor skalaris szorzata

3
2425. Az oldalhossz négyzetének a B -szerese.
2426. 435. AB-AC=c-b=|c| |b|cos & é b’+ c>— 2be-cos @ = a’=> |¢| |b| cos o =
b*+ ¢*— a?

2
2427. Bontsuk fel a-t a b-vel parhuzamos €s ra mer6leges Osszetevikre. A b-vel parhuzamos

Osszetevo —kb.
19,/43
215

2428. cos(a;b)=cosa = (3a—5b)(2a+b)=0¢és(a+4b)(—a+b)=0=

2
= 6a’> — Tabcosa — 5b>=0és —a®> —3ab cos o + 4b* = 0= 6[11 —7{i
b

L

cosaf+4=0=>[]=' cos a =

]cosa—5=0 és

b 57 215
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2429. a b=4 5 cos40°=1532.

2430. a)a - b=24+24=48; |a|=/16+9 =5; |b|=10; 48=5-10"cos (a;b) =
= cos (a; b) = 0,96 = (a; b) <L =16,26°. b)a-b=—7,(a,b) L =105,1°. c)a-b=48,
(a,b) £ =672° d)a-b=1,(a,b) X =889

2431. g)a - b=—-1+6—-35=-30; b)a-b=11; ¢) a -b=27 d)a~b=/g—58.

2432.q)a- b——2+15 28=-15, |a|=,/1+9+49=/59, |b|=/45=3/5,

cos(a,b) = — —————=—0,2911, (a,b)% =106,9°. b)30,8% c)122,7°.
3f f

2433.a b=—6-12+4=0=y=18.

2434. AC(10;—5), AB(6:75), AB—k-AC(6 — 10k;7 + 5k), AC-(AB—k-AC) =
=10(6 — 10k) — 5(7 + 5k) = 0, 12—20k—7—5k=0:>k=%.

2435. CA(9;3), CB(2;—6), CA-CB=0=>CALCB.

2436. AB(10; 12), %Zé(s; 6) 90°-0s elforgatottia AD,(— 6; 6), illetve AD,(6; — 5),

—_— —> —>  —>

OD,= 04 +AD;, OD,(~8:9), OD,= OA + AD,, OD,(4; —1). BC,=AD,, BC,=AD,,

0C,=0B+BC,, 0C,(2;21), OC,(14; 11). C,(2;21), D,(-8;9), illetve C,(14; 11),
D,4; —1).

2437. a b=-10-2-3z=0=>2z=—4.

2438. 2’=b’=C=p*+(p+ 1)’ +p*p+ 1)’ =p*+ (p+ 1> (1 +p?) = |a| =|b| =]c|.
ab=-p(p+1)-pp+)+@p+1)Y=0=alb.
a.c:_p(p+1)+p(p+1)2—p2(p+l)=0:aJ_c.

2439. a) AB(3;5), |AB|= /34, ACG:1), |AC|= /26, AB-AC=15+5=20.

20=,/34 - /26 -cosa = a = 47,7°. Hasonl6an kiszdmithaté a 8 = 57,5°, y = 74,8°.

b) BA(-2; — 1), BC(1; — 2), BA-BC=0=>7=90°.|AB| = |BC| = /5 = a = =45
) 101,9°, 482°, 29.9% d)81,9°, 74,1°, 24°.

= /17, |BA|=/38, |CB|=/19, CA-CB=1, CA-BA=18.
|cA|-|BA| {1738

CA - BA -1
J17 /19
= 10,0556 = 7 = 93,2°, B =41,9°.

8
cos a = = =0,7082 = o =44,9°. cosy =
2441. lLegyenx(a; b;c), a-x=5—-b+2c=0, b-x=-2a+3b+c=0.

_ =_ 13 9 9 13
b3lj-+zcc _ 2a5a} =c=- 7a, b= 7a. x[a; 761; - Ta], illetve x(7a; 9a; —13a), ahol
aeR.

2442. Iegyen e(a; b), f(c;d), le| = 1/c12+ b If] = 1/c2+ d*>. e-f=ac + db.
e-f=|e| |f|-cos(e,f)<|e|-|f|, behelyettesitve: ac +bd < Ja*+b* - [*+d* .
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2443. ABMA ~ CDMA egyenl6 szart derékszogi haromszogek.

FERAR=SED
27 2f 2’2

D(33) F  C(6:4)

Nt

—( 1 3 s > Yy
X FM2[_2; 2]. Ha 0 az origd, OM,= OF + FM,, illetve OM,=

—(1 3
90°-0s elforgatottjai FMI[Z; —2],

=OF + FM,. Innen M,(5:2), M)45). M,C=0C—OM,
M,C(1;2), —3M,C=M,A(-3~6); O1=O0M,+M,A,

A B 5/)1(2; —4), A,(2; —4), (%)1(11; — 1), B,(11; —1). Hasonléan
M,b81 A,(—2; 8), By(7; 11).

8§ 6
107 10
Legyen |e| = 1, iranyszoge: (& £ 60°). sin ¢ = sin (@ + 60°) = sin @ - cos 60°+cos @ - sin 60° =

4
2444. |a| = 10, a°[ <

3
], |a’| = 1. Ha a° iranyszoge o, akkor cos @ = —, sin a = 5

3+4/3 4+3 /3 4+3/3 3+4/3
= = . ; . b= hol R .
10 , COSQ 10 e 10 ; 10 b = ke, ahol k € R\ {0}

_ 6=4a+28 _4 _1 16.4 2'8
2445.V—aa+ﬁb, 4=a’+2B}=>(l/—€, B—g aa ?,g, Bb g,g,
~tavly
v=—a+t=bh
2446. v= ! +5b 2447 _0 +8b

-v=—ga+_b -v=Za+<h

2448. Legyen e(cos o; sin @) a szogfelezore illeszkedd egységvektor. (a, )< = (b, )<L = ¢@.
a-e b-e

a-e=|a|-|e|-cosqo, b-e=|b|-|e|-cosg0.Ezekb6l = ,ahol|a| =5, |b| =13.
la]-1 |b]-1

a-e=3cosa+4sina, b-e=5cosa+12sin,

3cosa+4sinag  5cosa+ 12 sin @ sinma 7 v v(d: 7). Ak v is kielégiti

= = =—. 3 7). :
5 13 osa a4 €l v(4;7) v is kielégiti a

feladat feltételeit, ahol k € R\ {0}.

Két vektor vektorialis szorzata
2449. A vektoridlis szorzat definiciéja szerint |aXb|=

Ak =|a| -|b|sin|(a, b)<|. Ez a pozitiv valés szdm annak a parale-
logrammanak a teriilete, amelynek oldalai |a| és |b| hosszisa-
guak és a hajlasszogiik a = (a, b)<L.

2450. Alkalmazzuk a vektorialis szorzat definicidjat és tekint-

. siik az 2450. abra jobbrendszerét. Ekkor az 4brardl leolvashatjuk

J a feladat allitasainak helyességét!

2451. a=aji+ta,j+ak é b=bji+b,j+bk A szorzis

elvégzésekor az a,,a, a;, b,, b, b, vektoridlis szorzds két

(bizonyithat6) tulajdonsagat hasznaljuk fel.

-
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a) A vektorialis szorzatot tigy szorozhatjuk meg egy szdmmal, hogy egyik tényezgjét szorozzuk!
A(a X b) = (Ad) X b = a X (Ab). (EbbdI kévetkezik, hogy ( —1) (a X b =b X a).

b) A vektorialis szorzas disztributiv tulajdonsagu, azaz példaul (a +b) X (c+d)=aXc+bXc
++axd+bxd. Ekkor aXb=(a,i +a,j+ a:k)(b,i+b,j+ bk) = (a,b; —asb,)i+ (asb,
—aby)j+ (a,b, —apy)k, mertiXi=jxj=kxk=0,tovabba j Xi—k kXj=—i,ixXk=—j.
2452. g) axb=(i+2j+k)(2i+3j — 2k) =2(i X i) +4( x1i) + 2(k X i) +3(i Xj) + 6( Xj) +

+3(kxj)—2(ixk) —4(ixk) — 2(kxk)=—-7i+4j — k; |axb|=/49+16+1 = J66.

b) —2j;laxb|=2. ¢) 29 — 22j — 3k;|]axb| = /1334 .
2453. a) t 5p= |ZI§XR’| = |TB |- BC | - sin @, ahol ¢ az AB és a BC vektorok altal
bezart szog. |AB | =2, |BC | = /5, mert BC(—1; 1; 1). AC(1; 1; 1), (AC) = ‘/g

1
A @ szOg kiszamithaté a koszinusztétellel. 3=3+4—-2-2 ﬁ CoS @, innen cos ¢ = T és
2
sin g0=‘/z tABCD—Z f \/7 ‘/g egység. b) /424.
2454. q) t=— | ABXAC |=— | AB| |AC| sin ¢, ahol ¢ az A cstcsnal fekvs szog.

4
|AB | = /ﬁ; |AC | = /g; |BC | = /B Ekkor cos ¢ = T, a koszinusztétel alkalma-
30

|7
zasaval, sing = E; tz‘/ﬁ. b) /H

2455. axb=|a||b| -sin(a,b); bxa=|a| |b| sin(b,a) és sin(a,b)=—sin(b,a);

axa=lal-|b| sin0=0.



